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Apresentamos uma revisa˜o pedago´gica sobre as simetrias galileanas, seus desenvolvimentos
e o interesse atual na geometria do espac¸o-tempo na˜o-relativ´ıstico para fins de aplicac¸a˜o.
Inicialmente tratamos de alguns aspectos histo´ricos e seguimos com a definic¸a˜o do grupo
de Galilei; nos concentramos depois na noc¸a˜o de covariaˆncia Galileana. Enfatizamos o es-
tudo de representac¸o˜es que levam a equac¸o˜es da mecaˆnica quaˆntica na˜o-relativ´ıstica, como
a equac¸a˜o de Schro¨dinger para part´ıculas de spin zero e a equac¸a˜o de Pauli-Schro¨dinger
para part´ıculas de spin 1/2. A forma como as representac¸o˜es sa˜o constru´ıdas torna evidente,
para fins pedago´gicos, que conceitos como o spin, na˜o sa˜o efeitos tipicamente relativ´ısticos,
como aparecem em alguns textos sobre mecaˆnica quaˆntica. Por outro lado, reforc¸amos a im-
portaˆncia da estrutura tensorial (geome´trica) para aplicac¸o˜es em sistemas na˜o-relativ´ısticos,
como no caso da f´ısica da mate´ria condensada.
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We present a pedagogical review on the Galilean symmetries, their developments and the
current interest about the geometry of non-relativistic space-time for application of. Ini-
tially we treat some historical aspects and follow with the definition of Galilei group; focus
after in the notion of Galilean covariance. We emphasize the study of representations that
lead to equations of non-relativistic quantum mechanics, such as Schro¨dinger equation for
particles of spin zero and Pauli-Schro¨dinger equation for particles of spin 1/2. The way
the representations are builded makes clear, for pedagogical purposes, that concepts such as
spin are not typically relativistic effects, as they appear in some textbooks about quantum
mechanics. On the other side, we reinforce the importance of tensor (geometric) structure
for applications in non-relativistic systems, as in the case of condensed matter physics.
Key-words: Galilei Group, Schro¨dinger Equation, Tensor Structure.
†Enderec¸o Atual: Department of Physics, University of
Alberta, T6G2J1, Edmonton, AB, Canada.
∗Enderec¸o Eletroˆnico: abreulm@uol.com.br
‡Enderec¸o Eletroˆnico: asantana@fis.unb.br
26
Sitientibus Se´rie Cie^ncias Fı´sicas 05: 26-43 (2009) Notas sobre o Grupo de Galilei: Aspectos...
I. INTRODUC¸A˜O
O conceito de simetria vem sendo edificado
pela humanidade desde tempos imemoriais e
tem sido abordado de um ponto de vista fi-
loso´fico, art´ıstico e matema´tico. O conceito se
aplica a uma vastida˜o de situac¸o˜es de interesses
este´ticos e utiliza´veis, e e´ disso que resulta a
procura por sua caracterizac¸a˜o e estudo. Para
Weyl [1], em uma elegante s´ıntese do pensa-
mento ocidental, simetria significa:
...[symmetry is] something like
well-proportioned, well-balanced,
and symmetry denotes that sort
of concordance of several parts by
which they integrate into a whole.
Ale´m disso, a natureza da simetria e´ descrita
como:
... One may ask whether the
aesthetical value of symmetry de-
pends on its vital value. ... I am
inclined to think with Plato that
the mathematical idea is the com-
mom origin of both [ways]: the
mathematical laws governing na-
ture are the origin of symmetry
in nature, the intuitive realization
of the idea in the creative artist’s
mind its origin in art.
A geometrizac¸a˜o do conceito de simetria
garantiu ferramentas pro´prias aos antigos ar-
quitetos, e o a´pice deste acu´mulo de conheci-
mentos e´ o surgimento, no se´culo XVII, da en-
genharia de construc¸a˜o, que se funda a par-
tir das equac¸o˜es de movimento da mecaˆnica
Newtoniana. Ainda a partir da geometria Eu-
clidiana o conceito de grupo e´ introduzido,
e e´ particularmente desenvolvido por Galois,
fornecendo uma caracterizac¸a˜o matema´tica ao
conceito de simetria das formas regulares no
espac¸o, como o quadrado, cubo, etc. E assim
aparece o grupo de pontos [2].
Um aspecto fascinante neste trajeto
histo´rico acontece em outro momento crucial:
a descoberta por Sophus Lie da estrutura
de grupos cont´ınuos associada a`s equac¸o˜es
diferenciais, das quais as equac¸o˜es de movi-
mento sa˜o um caso particular, por envolver
as coordenadas espac¸o-temporal [3–7]. Um
dos principais resultados do trabalho de Lie
foi mostrar que o estudo das simetrias subja-
centes a uma dada equac¸a˜o diferencial permite
que sejam encontradas as classes de suas
soluc¸o˜es. Desse modo a F´ısica do Se´culo XX
apoderou–se definitivamente sobre o conceito
de simetria, descrito matematicamente a partir
da estrutura de grupo [8].
O estudo das simetrias das equac¸o˜es de
movimento deu origem, enta˜o, aos denomina-
dos grupos cinema´ticos, ou seja, os grupos
de simetrias do espac¸o-tempo. No caso da
chamada f´ısica na˜o-relativ´ıstica, tanto cla´ssica
como quaˆntica, essas simetrias formam o grupo
de Galilei. De modo outro, temos o grupo
de Lorentz, que estrutura as transformac¸o˜es
cinema´ticas da f´ısica relativ´ıstica, deixando in-
variante por exemplo as equac¸o˜es de Maxwell
[8, 9].
Ao explorar o sentido inverso dos resultados
de Lie, ou seja, ao estudar as representac¸o˜es
irredut´ıveis do grupo de Lorentz, Wigner em
1939 deduz, por exemplo, a equac¸a˜o de Klein-
Gordon e a equac¸a˜o de Dirac [10]. Essas
representac¸o˜es possibilitou enta˜o uma classi-
ficac¸a˜o das part´ıculas elementares. Cada repre-
sentac¸a˜o da simetria cinema´tica fornece uma
equac¸a˜o de movimento (uma equac¸a˜o diferen-
cial) que pode ser associada a`s part´ıculas e-
lementares [11, 13]. No estudo de Wigner,
surgem apenas as representac¸o˜es associadas a`
natureza do spin e da massa das part´ıculas.
Com o desenvolvimento da f´ısica das part´ıculas
elementares, outros ro´tulos quaˆnticos sa˜o in-
troduzidos, como o isospin e as cores. De um
ponto de vista teo´rico isso levou a`s chamadas
teorias de campos de calibre na˜o-abeliano,
baseadas na invariaˆncia da teoria por grupos
de calibre (gauge, em ingleˆs). O exemplo mais
conhecido desse tipo de formalismo e´ a teoria
eletromagne´tica, descrita por um grupo de ca-
libre denominado U(1). As teorias de calibre
remontam o in´ıcio do se´culo XX com os tra-
balhos pioneiros de Weyl, ao tentar descobrir
um conteu´do geome´trico para interac¸a˜o eletro-
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magne´tica, como havia feito Einstein com a
gravitac¸a˜o. Em meados da De´cada de 1950
Yang e Mills [14] publicam um trabalho, onde
utilizam o SU(2) como grupo de calibre, para
tentar descrever os me´sons e p´ıons, que a`quela
e´poca eram consideradas, juntamente com o
pro´ton e o neutron, como part´ıculas elemen-
tares. Os grupos de calibres descrevem as in-
terac¸o˜es elementares da natureza, que usual-
mente sa˜o referidas como quatro: a forc¸a
gravitacional, que descreve a estabilidade das
formac¸o˜es no cosmos; a forc¸a eletromagne´tica,
descrevendo a estrutura eletroˆnica dos a´tomos,
mole´culas e seus agregados, ou seja, regulando
os processos qu´ımicos e biolo´gicos; a forc¸a
fraca, responsa´vel pelos processos de decai-
mento nuclear; e a forc¸a forte, responsa´vel pela
estabilidade do nu´cleo. Na de´cada de 1960,
Weinberg, Salam e Glashow construiram uma
teoria de calibre onde unificaram em um mesmo
objeto f´ısico as forc¸as eletromagne´tica e a fraca,
dando origem a` interac¸a˜o eletrofraca. Um feito
similar havia sido alcanc¸ado por Maxwell um
se´culo antes, quando unificou a forc¸a ele´trica
com a magne´tica, resultando no campo eletro-
magne´tico.
A despeito do avanc¸o que se sucedeu ao tra-
balho de Wigner no entendimento do grupo de
Poincare´, e´ somente na de´cada de 1950 que
se inicia um estudo similar para a mecaˆnica
quaˆntica na˜o-relativista. Nesse caso, a es-
trutura de simetria fica estabelecida pela in-
variaˆncia da equac¸a˜o de Schro¨dinger por trans-
formac¸o˜es no espac¸o e no tempo, que resulta
no grupo de Galilei.
As representac¸o˜es unita´rias de um grupo de
simetria sa˜o deduzidas atrave´s da associac¸a˜o
de cada elemento do grupo a um operador
unita´rio satisfazendo as regras de composic¸a˜o
do grupo [15, 16]. Mais especificamente, con-
sidere G um grupo de simetria com elementos
a, b, c, .... Para cada a ∈ G esta´ associado um
operador unita´rio U(a) definido num espac¸o de
Hilbert, tal que U(a)U(b) = eφ(a,b)U(a, b). O
fator de fase φ(a, b) e´ uma func¸a˜o de a e b real
e cont´ınua. Se φ = 0, a representac¸a˜o e´ dita fiel.
Caso contra´rio, a representac¸a˜o e´ dita projetiva.
Neste caso, um vetor no espac¸o de Hilbert fica
definido a menos do fator de fase.
Ino¨nu¨ e Wigner [17], estudando as re-
presentac¸o˜es unita´rias do grupo de Galilei,
concluiram que com as representac¸o˜es fieis
na˜o seria poss´ıvel a construc¸a˜o de func¸o˜es
de onda – estados – que fossem localizadas,
e que tivessem velocidades definidas. Ou
seja, tais representac¸o˜es devem ser descar-
tadas enquanto poss´ıveis candidatas para des-
crever uma part´ıcula quaˆntica na˜o-relativista.
Bargman [18] mostrou, por outro lado, que
para o grupo de Rotac¸a˜o, Lorentz e Poincare`,
as representac¸o˜es projetivas poderiam ser re-
duzidas a uma representac¸a˜o fiel. Entretanto,
isto na˜o se da´ com o grupo de Galilei, onde
representac¸o˜es projetivas, em geral, na˜o sa˜o
redut´ıveis a uma representac¸a˜o fiel [19]. Em
uma s´ıntese dos trabalhos de Io¨nu¨, Wigner
e Bargman, Hamermesh [20], estudando a
a´lgebra de Lie do grupo de Galilei, estabe-
leceu que operadores de posic¸a˜o e momento
poderiam ser definidos somente para o caso
de representac¸o˜es projetivas, que passaram a
ser tambe´m denominadas de representac¸o˜es
f´ısicas [21]. Desde enta˜o, o interesse nas
representac¸o˜es unita´rias descrevendo simetrias
galileanas tem-se concentrado, principalmente,
e como acontece com o grupo de Poincare´, no
estudo de estruturas de simetrias conformes e
internas [22–31]. Deve ser enfatizado que na
ana´lise de simetrias internas, as varia´veis de
spin aparecem por consisteˆncia na f´ısica na˜o-
relativista, e na˜o como uma propriedade ex-
clusiva da invariaˆncia Lorentziana. Isso se
da´ mesmo para sistemas cla´ssicos, ha´ muito
conhecido, mas pouco divulgado e entendido
[31]. Sistemas na˜o-lineares teˆm sido analisa-
dos [32, 33] e, no mesmo contexto de simetrias,
va´rios desenvolvimentos e aplicac¸o˜es na teoria
quaˆntica de campos a temperatura finita teˆm
sido implementados [34–40].
A importaˆncia das simetrias galileanas para
a mate´ria condensada e´ reconhecida a longo
tempo. Um exemplo importante aparece na
ana´lise das excitac¸o˜es elementares em super-
fluidos. Neste caso, tais excitac¸o˜es, introduzi-
das e chamadas de foˆnons e ro´tons por Landau
[41], sa˜o interpretadas como manifestac¸o˜es co-
letivas do campo de Schro¨dinger. Ou seja, o
campo original (e ressalte-se, invariante pelas
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transformac¸o˜es do grupo de Galilei) se rear-
ranja, devido a`s interac¸o˜es, gerando tais ex-
citac¸o˜es. O resultado final e´ uma quebra de
simetria Galileana. De fato, no caso da com-
ponente do campo de foˆnons caracterizada por
uma velocidade de fase cs, a Lagrangeana e´
invariante sob uma transformac¸a˜o de Lorentz,
onde a velocidade da luz e´ substituida por
cs. Assim, surgem as famosas relac¸o˜es de dis-
persa˜o para os foˆnons e ro´tons, similares a`s
relac¸o˜es energia-momento no caso relativista.
Esta invariaˆncia Lorentziana das excitac¸o˜es,
pore´m, so´ possui um significado matema´tico,
no sentido de que a interpretac¸a˜o f´ısica do
espaco-tempo onde a teoria esta´ formulada na˜o
se reduz a`quela correspondente ao espac¸o de
Minkowski, para o qual a velocidade da luz tem
um cara´cter universal. Esta quebra de simetria,
do campo original Galileano para o resultado
final Lorentziano, e´ ainda acompanhada de ou-
tros fatos em conexa˜o com as transformac¸o˜es de
Galilei: bem conhecido e´, na teoria de Landau,
a importaˆncia do movimento de translac¸a˜o do
fluido, descrito por uma transformac¸a˜o pura de
Galilei, e suas interac¸o˜es com impurezas e pare-
des do recipiente. Ou seja, a superfluidez e´ um
fenoˆmeno caracter´ıstico do regime de baixas ve-
locidades, isto e´, da cinema´tica Galileana, e
para sua compreensa˜o plena e futuros desen-
volvimentos demanda o aprimoramento da teo-
ria de campos Galileana.
E´ neste sentido que Takahashi [42–44] intro-
duziu uma versa˜o covariante para o grupo de
Galilei baseada em tensores penta-dimensionais
[45–48]. Esse me´todo foi utilizado para a
deduc¸a˜o de equac¸o˜es de campo na˜o lineares, a
partir das quais o rearranjo de simetrias em
superfluidos tem sido analisado em conexa˜o
com bo´sons de Goldstone. Desde enta˜o, a
noc¸a˜o de covariaˆncia Galileana tem sido de-
senvolvida em diversas linhas, tratando de pro-
blemas gravitacionais e cosmolo´gicos [49–54] a`
teoria de part´ıculas de spins altos em f´ısica
da mate´ria condensada [55]. Um dos obje-
tivos aqui e´ apresentar a estrutura covariante
do grupo de Galilei, enfatizando a natureza do
espac¸o vetorial me´trico onde as transformac¸o˜es
esta˜o definidas [16]. Neste sentido, primeiro e´
estabelecido que o grupo de Galilei pode ser
tratado como um grupo de transformac¸o˜es li-
neares sobre uma variedade, a ser denominada
por G, na qual a me´trica e´ conservada. Sob
este ponto de vista de grupo de transformac¸a˜o,
fica a apresentac¸a˜o do grupo de Galilei unifi-
cada com as de outros grupos importantes na
F´ısica, como o grupo de Rotac¸o˜es, onde a va-
riedade e´ o espac¸o Euclidiano (E); ou ainda,
os grupos de Lorentz e Poincare´, onde a varie-
dade e´ o espac¸o de Minkowski. Segundo, e´ al-
canc¸ado transpareˆncia na apresentac¸a˜o, pois o
conteu´do f´ısico das cinco dimenso˜es do espac¸o
G fica definido desde in´ıcio. De fato, 3 das
5 dimenso˜es estara˜o relacionadas ao espac¸o E,
enquanto que as outras estara˜o vinculadas a`
velocidade e ao tempo. Ale´m disso, G pode
ser definido por um processo de imersa˜o de
E em um espac¸o espac¸o de de Sitter do tipo
(4+1). Esta relac¸a˜o entre tais espac¸os me´tricos
possui importaˆncia na definic¸a˜o apropriada da
a´lgebra de Clifford, quando do estudo de re-
presentac¸o˜es de spin semi-inteiros. Por outro
lado, existe uma associac¸a˜o dessa geometria de
G com espac¸os anti-de Sitter (3+2) e o grupo
de transformac¸o˜es conformes. Isto permite o
desenvolvimento de teorias do tipo AdS/CFT
(anti-de Sitter e CFT do ingleˆs: Conformal
Field Theory) [56–58] na ana´lise de sistemas
de spins fortemente acoplados, como no caso
(experimental) de a´tomos fermioˆnicos resfria-
dos [59, 60].
A apresentac¸a˜o esta´ organizada da seguinte
forma. Na Sec. 2, apresentamos alguns ele-
mentos histo´ricos sobre as simetrias de Galilei.
Seguimos, na Secs. 3 e 4, com as definic¸o˜es
do grupo de Galilei, e nas Secs. 5 e 6 trata-
mos da equac¸a˜o de Schro¨dinger para a part´ıcula
livre de spin zero e 1/2, respectivamente. Nas
Secs. 7 e 8 consideramos a noc¸a˜o de covariaˆncia
Galileana e suas representac¸o˜es, seguindo a
Ref. [16] e uma apresentac¸a˜o pedago´gica. Na
Sec. 9 esta˜o as concluso˜es e observac¸o˜es finais.
II. PRINCI´PIO DA RELATIVIDADE
GALILEANA: NOTAS HISTO´RICAS
Na edic¸a˜o inglesa da obra intitulada “Di-
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alogue Concerning the Two Chief World Sys-
tems” [61], pp. 186-187, Galilei atrave´s de seu
alter-ego Salviati comenta:
Shut yourself up with some
friend in the main cabin below
decks on some large ship, and we
have with you there some flies,
butterflies, and other small fly-
ing animals. Have a large bowl
of water with some fish in it;
hang up a bottle that empties drop
by drop into a wide vessel be-
neath it. With the ship stand-
ing still, observe carefully how the
little animals fly with equal speed
to all sides of the cabin. The
fish swim indifferently in all di-
rections; the drops fall into the
vessel beneath; and, in throwing
something to your friend, you need
throw it no move strongly in one
direction than another, the dis-
tances being equal, jumping with
your feet together, you pass equal
spaces in every direction.
When you have observed all
these things carefully (though there
is no doubt that when the ship is
standing still everything must hap-
pen in this way), have the ship
proceed with any speed you like,
so long as the motion in uni-
form and not fluctuating this way
and that. You will discover not
the least change in all the effects
named, nor could you tell from any
of them whether the ship was mov-
ing or standing still...
Com estas palavras nascia a denominada
relatividade galileana, cujo impacto na mo-
dernidade foi imenso e ajudou Galilei a ser
considerado, por esta e outras contribuic¸o˜es
cient´ıficas [61]-[65], como o fundador da f´ısica
como cieˆncia e tambe´m o primeiro f´ısico mo-
derno. De fato, Sobel [66, 67], Claret [68], e
Krudsen and Hjorth [69] indicam tal trecho no
mencionado dia´logo como precursora da teoria
f´ısica [70].
A mencionada obra de Galilei veio a lume
em fevereiro de 1632 [71], publicada em Flo-
renc¸a, apesar de teˆ-la iniciado quatro anos
antes, e nela o seu autor defende a teoria coper-
nicana (heliocentrismo). Tal feito incitou os
seus inimigos a denunciar a obra como trans-
gressora do decreto de fevereiro de 1616, em
que a Sagrada Congregac¸a˜o do Index havia
proibido a teoria do coˆnego Cope´rnico [72, 73].
Este fato implicou na sua proibic¸a˜o em agosto,
do mesmo ano, ale´m da intimac¸a˜o a` Galilei,
em setembro, a fim de comparecer diante do
comissa´rio geral do Santo Of´ıcio, em Roma.
Ressalte-se que o verdadeiro t´ıtulo desta obra e´
“Dia´logo de Galileu Galilei linceu, matema´tico
extraordina´rio do Estu´dio de Pisa e filo´sofo
e matema´tico prima´rio do Seren´ıssimo Gra˜o-
Duque da Toscana; onde, nas reunio˜es de qua-
tro jornadas, discorre-se sobre os dois ma´ximos
sistemas do mundo - ptolemaico e copernicano
- propondo de maneira indeterminada as razo˜es
filoso´ficas e naturais tanto para uma quanto
para a outra parte” [73, 76]. Neste livro esta˜o
transcritos quatro dia´logos, em que o seu au-
tor imaginou que em cada dia diferente era
desenvolvido um dos dia´logos entre treˆs per-
sonagens Fillippe Salviati, Simpl´ıcio e Giovan
Francesco Sagredo. O primeiro, seguidor e de-
fensor ferrenho do copernicanismo e´, no fundo,
o pro´prio Galileu; o segundo interlocutor e´
uma figura imagina´ria que se apresenta como
um defensor das teorias de Ptolomeu e, final-
mente, Sagredo que e´ apresentado como algue´m
dotado de abertura intelectual suficiente para
escutar e ponderar sobre as duas concepc¸o˜es do
universo defendidas pelos outros dois debate-
dores.
Dos quatro dia´logos, aquele que nos inte-
ressa mais de perto, nesta nota, e´ o do se-
gundo dia (ou segunda jornada), onde os treˆs
interlocutores dedicam-se a` discussa˜o sobre o
movimento da Terra. Na tentativa de calar
as cr´ıticas dos seguidores da doutrina ptole-
maica, o autor do citado livro introduz “neste
dia”, dois dos princ´ıpios fundamentais da f´ısica
e que se tornaram ba´sicos na mecaˆnica new-
toniana: o princ´ıpio da ine´rcia e o princ´ıpio
da relatividade. De acordo com diferentes au-
tores, a noc¸a˜o de “ine´rcia” ja´ havia despertado
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o interesse de antecessores de Galileu, entre-
tanto, foi ele o primeiro a compreender, de fato,
o conteu´do de tal princ´ıpio, apesar de na˜o teˆ-lo
enunciado, e sim aplicado o mesmo com bas-
tante rigor cient´ıfico, utilizando-se para isso de
base experimental.
O princ´ıpio da relatividade (ou princ´ıpio da
relatividade cla´ssica de Bruno-Galileu-Newton
[77], ou princ´ıpio da relatividade galileana)
foi lanc¸ado por Galilei a fim de responder
a`s cr´ıticas sobre a possibilidade de existeˆncia
da rotac¸a˜o terrestre. Para os seguidores
do aristotelismo, a`quela e´poca, os fenoˆmenos
mecaˆnicos ocorriam como se a Terra fosse
fixa. Para dirimir tais du´vidas, Galilei se uti-
lizaria do seu personagem Salviati, no trecho
do livro ja´ citado antes, a fim de explicitar
o fato de que na˜o e´ poss´ıvel, no interior de
um sistema, inferir-se por meios de experimen-
tos mecaˆnicos, se o sistema em estudo esta´ em
repouso ou em movimento retil´ıneo uniforme.
Com tal afirmac¸a˜o e´ introduzida a relativi-
dade de Galileu, centrada nas transformac¸o˜es
galileanas que, duzentos e setenta e treˆs anos
mais tarde viria ser entendida como um caso
particular da relatividade especial de Einstein.
A exemplo do que acontece com a ver-
dadeira origem do princ´ıpio da ine´rcia, alguns
autores [73, 78] conjecturam que o princ´ıpio
da relatividade cla´ssica tenha sido introduzido,
indiretamente, por Giordano Bruno [79] e
por Nicole d’Oresme [80] que, no se´culo XIV
haviam descoberto a importaˆncia do movi-
mento relativo entre objetos, quando escreveu
que os movimentos diurnos dos ce´us podem ser
igualmente explicados pela rotac¸a˜o diurna da
Terra.
O princ´ıpio da relatividade, junto as
rotac¸o˜es espaciais e com as translac¸o˜es no
espac¸o e no tempo formam um grupo de sime-
tria, conhecido como grupo de Galilei, a partir
do qual toda a f´ısica galileana pode ser cons-
tru´ıda a partir da ana´lise das diferentes repre-
sentac¸o˜es. Este resultado leva a consequeˆncias,
como ja´ frisado, pouco compreendidas e explo-
radas na f´ısica na˜o-relativ´ıstica, como o apare-
cimento da noc¸a˜o de spin associado a` equac¸a˜o
de Schro¨dinger ou a f´ısica cla´ssica, sem apelo
a` teorias relativ´ısticas. Nas pro´ximas sec¸o˜es
apresentamos um resumo dos principais resul-
tados ao longo desta linha.
III. O GRUPO DE GALILEI
As transformac¸o˜es de Galilei na˜o-
homogeˆneas, tidas como as transfomac¸o˜es
das coordenadas (x, t) de um evento no espac¸o
e no tempo para outras coordenadas
(
x, t
)
,
sa˜o definidas da seguinte forma
x = Rx + vt+ a, (1)
t = t+ b, (2)
com x sendo as coordenadas espaciais no
espac¸o Euclidiano tridimensional E=R3 e t a
coordenada temporal; R descreve uma rotac¸a˜o
em E; v prescreve a mudanc¸a do sistema
de refereˆncia, isto e´, a transformac¸a˜o pura de
Galilei; a uma translac¸a˜o espacial e b uma
translac¸a˜o temporal. As equac¸o˜es (1) e (2) es-
tabelecem a relac¸a˜o entre dois referenciais iner-
ciais da f´ısica na˜o-relativ´ıstica. Denotamos es-
sas transformac¸o˜es por
G (x, t) =
(
x, t
)
, (3)
com G dado por
G = (b,a,v,R) , (4)
sendo um objeto que atua nas coorde-
nadas de acordo com as equac¸o˜es (1) e
(2). Considerando duas transformac¸o˜es G1 =
(b1,a1,v1,R1) e G2 = (b2,a2,v2,R2), a
aplicac¸a˜o sucessiva de duas destas, G2G1, re-
sulta em uma lei de composic¸a˜o dada por
G2G1 = (b2 + b1,a2 +R2a1 + b1v2,v2
+R2v1,R2R1) . (5)
Ou seja, temos outra transformac¸a˜o de Galilei,
G = G2G1. A transformac¸a˜o identidade e´
E = (0, 0, 0, 1) , (6)
e a inversa de G e´
G−1 =
(−b,−R−1 (a−bv) ,−R−1v,R−1) . (7)
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Como a associatividade tambe´m vale para a
composic¸a˜o definida na Eq. (5), o conjunto
de elementos G dados na Eq. (4) for-
mam um grupo chamado grupo de Galilei
( G), que e´ o grupo de simetria da f´ısica na˜o-
relativ´ıstica. Este e´ um grupo especificado por
dez paraˆmetros: treˆs descrevendo as rotac¸o˜es
(os treˆs aˆngulos de Euler, por exemplo) e
definindo a matriz R; treˆs definindo a trans-
formac¸a˜o pura de Galilei, ou seja v; treˆs des-
crevendo as translac¸o˜es espaciais, ou seja a; e
um paraˆmetro para descrever as translac¸o˜es no
tempo, ou seja b. Temos enta˜o um grupo a 10
paraˆmetros. As equac¸o˜es (1) e (2) sa˜o sua auto-
representac¸a˜o, ou representac¸a˜o de definic¸a˜o.
Podemos reconhecer de imediato alguns dos
subgrupos de G:
T = {(b, 0, 0, 1)}, o subgrupo das translac¸o˜es
temporais;
S = {(0,a,0, 1)}, o subgrupo das translac¸o˜es
espaciais;
B = {(0, 0,v, 1)}, o subgrupo das trans-
fomac¸o˜es puras;
R = {(0, 0, 0, R)}, o subgrupo das rotac¸o˜es.
O subgrupo T × S forma um sub-
grupo abeliano invariante, e G/ ( T × S) e´
isomo´rfico a B × R, o chamado grupo de
Galilei homogeˆneo (Γ). Vamos obter a a´lgebra
de Lie de G, a qual denotaremos g, utilizando
uma representac¸a˜o unita´ria irredut´ıvel sobre o
espac¸o das func¸o˜es dependentes de (x, t) , i.e.
U (b,a,v,R) f (x, t) = f
(
x, t
)
. (8)
Tomando (b,a,v,R) com paraˆmetros infinite-
simais, conseguimos os geradores do grupo G
nesta representac¸a˜o, e podemos escrever
U (b,a,v,R) = ebHea·Pev·keθ·J, (9)
onde a base de g e´
H = i
∂
∂t
e´ o gerador do subgrupo T ; (10)
P = −i∇ e´ o gerador de S; (11)
J = −ir×∇ e´ o gerador de R; (12)
k = it∇ e´ o gerador de V . (13)
Deste modo, as relac¸o˜es de comutac¸a˜o que de-
finem g sa˜o
[Ji, Jj ] = iεijkJk, (14)
[Ji,Kj ] = iεijkKk, (15)
[Ji, Pj ] = iεijkPk, (16)
[Ji, H] = 0, (17)
[Ki,Kj ] = 0, (18)
[Ki, Pj ] = 0, (19)
[Ki, H] = −iPi, (20)
[Pi, Pj ] = 0, (21)
[Pi, H] = 0, (22)
onde εijk e´ o tensor totalmente antissime´trico.
Os invariantes desta a´lgebra sa˜o
I1 = P
2, (23)
I2 = (K×P)2 . (24)
E´ poss´ıvel mostrar que por meio do estudo
de representac¸oes unita´rias deste grupo (di-
tas fie´is) na˜o obtemos equac¸o˜es dinaˆmicas in-
variantes por G [17] consistentes para des-
crever part´ıculas na˜o-relativ´ısticas. Isto se-
ria esperado numa primeira abordagem, pois
no caso do grupo de Poincare´, sa˜o as repre-
sentac¸o˜es unita´rias irredut´ıveis que descrevem
as part´ıculas relativ´ısticas. As dificuldades com
o grupo de Galilei comec¸am neste ponto. Para
conseguir representac¸o˜es unita´rias irredut´ıveis
com significado f´ısico, temos que construir uma
extensa˜o central de G, o que faremos a seguir.
IV. O GRUPO DE GALILEI
ESTENDIDO
Seja G o grupo de Galilei e ξ uma func¸a˜o
real em G × G, que satisfaz
ξ (G1, G2) + ξ (G1G2, G3)
= ξ (G1, G2G3) + ξ (G2, G3) , (25)
ξ (E,E) = 0, (26)
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sendo E dado pela Eq. (6) . Podemos definir
um novo grupo, G˜ξ = R× G, cujos elementos
denotaremos por G˜ = (λ,G), λ ∈ R e G ∈ G,
com a lei de composic¸a˜o
(λ1, G1) (λ2, G2) = (λ1 + λ2 + ξ (G1, G2) , G1G2) .
(27)
G˜ξ e´ dito ser uma extensa˜o central de G
com respeito a ξ. Um subgrupo abeliano
de G˜ξ e´ identificado de imediato, Λ =
{(λ,E) |λ ∈ R}, que chamaremos de grupo de
fase; e e´ isomo´rfico a R.
Em geral, por convenc¸a˜o de notac¸a˜o, uma
extensa˜o central de uma a´lgebra de Lie com
base {a1, . . . , an} satisfaz a
[ai, aj ] = c
k
ijak + βija0, (28)
[ai, a0] = 0, (29)
onde
{
ckij
}
sa˜o as constantes de estrutura da
a´lgebra, a0 o vetor base da suba´lgebra do grupo
de fase e βij e´ dito ser o elemento central da
a´lgebra estendida. Seguindo esta forma, vamos
escolher a seguinte extensa˜o central da Eq. (19)
da a´lgebra g:
[Ki, Pj ] = imδijI, (30)
sendo I o operador unidade, que e´ o gerador
do subgrupo Λ e m um nu´mero real. Posterior-
mente veremos que m e´ associado com a massa.
Os invariantes desta a´lgebra estendida sa˜o
M = mI, (31)
U = H − P
2
2m
, (32)
S2 = (J−K×P)2 . (33)
Podemos agora explicitar a lei de com-
posic¸a˜o dada pela Eq.(27) no caso particular
da extensa˜o central dada na Eq. (30). Consi-
deremos enta˜o um elemento de G˜ξ na forma
G˜ = eiλIebHea·Pev·kR, (34)
onde R representa as rotac¸o˜es. Logo a lei de
composic¸a˜o e´
G˜′G˜ = eiλ
′Ieb
′Hea
′·Pev
′·kR′eiλIebHea·Pev·kR.
(35)
Da fo´rmula de Baker-Hausdorff,
e−BAeB = A+ [A,B] +
1
2
[[A,B] , B] + . . . ,
(36)
obtemos
e−bHv · kebH = v · k+bv ·P. (37)
Temos tambe´m as relac¸o˜es
eu·kew·P = eimu·wIew·Peu·k, (38)
eu·k+w·P = e
i
2
mu·wIew·Peu·k. (39)
Deste modo, utilizando as identidades dadas
nas equac¸o˜es (36)-(39), obtemos
G˜′G˜ = ei(λ
′+λ)Ieb
′Hea
′·Pev
′·kebHeR
′a·PeR
′v·kR′R
= ei(λ
′+λ+ 1
2
mv′2b)Ie(b
′+b)He(a
′+bv′)·Pev
′·k ×
×eR′a·PeR′v·kR′R
= ei(λ
′+λ+ 1
2
mv′2b+mv′·R′a)Ie(b
′+b)H ×
×e(a′+bv′+R′a)·Pe(v′+R′v)·kR′R. (40)
Portanto
G˜′G˜ =
(
λ′ + λ+ ξm
(
G′, G
)
, G′G
)
, (41)
onde
ξm
(
G′, G
)
= m
(
1
2
v′2b+ v′·R′a
)
. (42)
Podemos verificar que a func¸a˜o ξm obedece as
equac¸o˜es (25) e (26), e e´ chamada expoente do
grupo. De fato, esta func¸a˜o e´ identificada, a
partir da Eq. (40), como o expoente do fator de
sistema de representac¸o˜es unita´rias projetivas.
Ou seja, temos
G˜
(
G′
)
G˜ (G) = w
(
G′, G
)
G˜
(
G′G
)
,
com o fator de sistema
w
(
G′, G
)
= eiξm(G
′,G). (43)
Sintetizando, a considerac¸a˜o da extensa˜o
central do grupo de Galilei leva a repre-
sentac¸o˜es unita´rias irredut´ıveis projetivas de
G. Notemos que se m = 0, w (G′, G) = 1, e a
extensa˜o central torna-se trivial, que e´ a repre-
sentac¸a˜o fiel. Vamos enta˜o explorar a conexa˜o
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f´ısica com o que ja´ foi visto ate´ aqui.
V. EQUAC¸A˜O DE SCHRO¨DINGER
PARA PARTI´CULA LIVRE SEM SPIN
A deduc¸a˜o de uma representac¸a˜o unita´ria
irredut´ıvel que descreva algum sistema f´ısico
e´ feita identificando as equac¸o˜es dinaˆmicas in-
variantes pelo grupo G˜ξm .
Tais equac¸o˜es podem ser dadas a partir
dos invariantes da a´lgebra de Lie de G˜ξ,
as equac¸o˜es (31)-(33). Primeiro, considera-
mos o caso mais simples: a representac¸a˜o em
que H e P sa˜o escritos da forma dos ope-
radores unita´rios dados pelas equac¸o˜es (10) e
(11), os quais atuara˜o num espac¸o de Hilbert
das func¸o˜es escalares, Ψ (x, t), quadra´ticas in-
tegra´veis dependentes de (x, t). Como as
func¸o˜es escalares sa˜o invariantes por G˜ξm
a menos de um fator de fase eiξm(G
′,G), as
equac¸o˜es (31)− (33) nos leva a
MΨ (x, t) = mΨ (x, t) , (44)(
H − P
2
2m
)
Ψ (x, t) = cΨ (x, t) , (45)
(J−K×P)2 Ψ (x, t) = s2Ψ (x, t) , (46)
onde m, c, s2 sa˜o nu´meros que garantem a in-
variaˆncia destas expresso˜es. Isto e´ resultado do
lema de Schur, que declara que os invariantes
teˆm valores mu´ltiplos da identidade e rotulam
uma dada representac¸a˜o. Uma possibilidade
simples a considerar e´ escolher c = s2 = 0 e
m 6= 0. Desta forma, da (45) obte´m-se
i
∂
∂t
Ψ (x, t) = − 1
2m
∇2Ψ (x, t) , (47)
que e´ justamente a equac¸a˜o de Schro¨dinger
para uma part´ıcula livre de massa m e spin
nulo, com Ψ (x, t) sendo a func¸a˜o de onda da
part´ıcula e ~ = 1. Deste modo, associamos a
constante real da extensa˜o central (30) que ro-
tula a representac¸a˜o, m, com a massa. Pode-
mos verificar que se m = 0, na˜o e´ poss´ıvel de-
duzir a Eq. (47), o que nos faz afirmar que sa˜o
as representac¸o˜es projetivas unita´rias do grupo
de Galilei que interessam a` f´ısica na˜o relativ´ıs-
tica. O nu´mero s2 e´ relacionado com o spin,
e como nesta representac¸a˜o o spin e´ nulo, s e´
zero. O valor c e´ associado com com um fator
de mudanc¸a no n´ıvel da energia.
E´ interessante notar que para nossa repre-
sentac¸a˜o ter consisteˆncia, devemos definir o o-
perador posic¸a˜o como
Q =
K
m
− t
m
P, (48)
pois a relac¸a˜o de Q com P gera [Pi, Qj ] =
−iδij , as conhecidas relac¸o˜es de incerteza de
Heisenberg.
VI. A EQUAC¸A˜O DE
PAULI-SCHRO¨DINGER
Nosso objetivo agora e´ obter uma repre-
sentac¸a˜o unita´ria do grupo de Galilei estendido
relacionada com uma equac¸a˜o para part´ıculas
na˜o relativ´ısticas de spin 12 , isto e´, determinar
uma equac¸a˜o ana´loga a` de Dirac, pore´m no caso
na˜o relativ´ıstico.
Para tal, seguiremos a ide´ia que Dirac uti-
lizou para a construc¸a˜o da mecaˆnica quaˆntica
relativ´ıstica. Buscamos uma equac¸a˜o diferen-
cial de primeira ordem nas derivadas espaciais,
P , e temporal, H. Vamos enta˜o escrever
θΦ = (AH + B ·P+C) Φ = 0, (49)
onde A,B e C sa˜o objetos a serem determina-
dos. A condic¸a˜o que temos e´ que deve existir
um operador θ′ = (A′H + B′·P+C ′) tal que
θ′θ leva ao operador de Schro¨dinger, dado na
Eq. (45), isto e´
θ′θ =
(
H − P
2
2m
)
a menos de uma constante. Assim, os termos
do produto θ′θ deve satisfazer:
A′A = 0, A′Bi +B′iA = 0,
A′C + C ′A = 0, B′iBj +B
′
jBi = −2δij , (50)
C ′C = c = 0, C ′Bi +B′iC = 0.
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Vamos definir os operadores
B4 = i
(
A+
C
2m
)
, B′4 = i
(
A′ +
C ′
2m
)
, (51)
B5 = A− C
2m
, B′5 = A
′ − C
′
2m
. (52)
Logo
B′µBν +B
′
νBµ = −2δµν (µ, ν = 1, . . . , 5) .
(53)
As representac¸o˜es desta a´lgebra podem ser
obtidas daquelas da a´lgebra de Clifford,
γµγν + γνγµ = 2δµν (µ, ν = 1, . . . , 5) . (54)
Faremos enta˜o a correspondeˆncia
Bα = βγα, B
′
α = γαβ
−1 (α = 1, . . . , 4) , (55)
B5 = −iβ, B′5 = −iβ−1, (56)
com β sendo um paraˆmetro arbitra´rio. Va-
mos escolher, por convenieˆncia, os resultados
padro˜es de Dirac,
Bi =
(
σi 0
0 σi
)
(i = 1, 2, 3) , (57)
B4 =
(
0 1
1 0
)
, B5 =
(
0 −i
i 0
)
, (58)
e pelas equac¸o˜es (51)-(52) obtemos
A =
(
0 0
1 0
)
, C =
(
0 2m
0 0
)
. (59)
Deste modo, Φ = Φ (x, t) e´ um objeto a quatro
componentes, que escreveremos
Φ =
(
ϕ
χ
)
, (60)
com ϕ e χ sendo func¸o˜es a duas componentes.
Finalmente, a Eq. (49) gera
θΦ =
[(
0 0
1 0
)
H +
(
σ ·P 0
0 σ ·P
)
+
(
0 2m
0 0
)](
ϕ
χ
)
= 0,
que pode ser reescrita como,
(σ ·P)ϕ+ 2mχ = 0,
Hϕ+ (σ ·P)χ = 0. (61)
Podemos verificar, por substituic¸a˜o direta, que
ϕ e χ satisfazem a equac¸a˜o de Schro¨dinger.
Portanto, a Eq. (61) descreve uma part´ıcula
na˜o relativ´ıstica com massa m e spin 12 ,
e tambe´m e´ conhecida como equac¸a˜o de
Pauli-Schro¨dinger. Nesta sec¸a˜o, introduzimos
G˜ξm sem definir as transformac¸o˜es dadas nas
equac¸o˜es (1) e (2) em um espac¸o vetorial
me´trico. Isto sera´ considerado a seguir.
VII. COVARIAˆNCIA GALILEANA
Sabemos que o grupo de Poincare´, o grupo
de simetria da f´ısica relativista, e´ definido
como transformac¸o˜es isome´tricas lineares no
espac¸o de Minkowski, com as transformac¸o˜es
de Lorentz sendo vistas como rotac¸a˜o. A par-
tir disto e´ poss´ıvel dotar este espac¸o me´trico de
estrutura tensorial e desenvolver representac¸o˜es
unita´rias irredut´ıveis fie´is na forma manifesta-
mente covariante.
No caso na˜o-relativ´ıstico, na˜o se consegue
construir no espac¸o-tempo galileano de 4 di-
menso˜es as equac¸o˜es (1) e (2) como trans-
formac¸o˜es lineares (do tipo rotac¸o˜es). Vamos
enta˜o mostrar como isso pode ser implemen-
tado, o que exigira´ um espac¸o me´trico do tipo
de Sitter. Dessa forma, poderemos introduzir
uma formulac¸a˜o tensorial, e assim obter repre-
sentac¸o˜es da a´lgebra de Lie de G˜ξm com uma
abordagem explicitamente covariante. Isso
abre uma gama de novas possibilidades no con-
texto da f´ısica da mate´ria condensada, atrave´s
do uso dos vantajosos me´todos tensoriais.
Comecemos observando que o espac¸o Eu-
clidiano E e´ o espac¸o vetorial me´trico definido
no R3, tal que a distaˆncia entre dois pon-
tos e´ preservada por transformac¸o˜es lineares.
Ou seja, dado dois vetores x =
(
x1, x2, x3
)
e
y =
(
y1, y2, y3
)
; x,y ∈ E, temos
r2 = x2 + y2 − 2x · y (62)
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invariante por rotac¸o˜es e translac¸o˜es. E sabe-
mos que em sistemas f´ısicos descritos pela f´ısica
Galileana, os fenoˆmenos obedecem a`s trans-
formac¸o˜es em E.
Entretanto, a transformac¸a˜o pura de Galilei
e´ um tipo de translac¸a˜o parametrizada pelo
tempo, t. Iremos enta˜o utilizar a distaˆncia r
em E para a introduc¸a˜o de um espac¸o me´trico
de dimensa˜o maior que treˆs, com o objetivo de
inserir o paraˆmetro t como uma coordenada,
de modo que as equac¸o˜es (1) e (2) sejam trans-
formac¸o˜es lineares nesse espac¸o. De fato, ob-
servamos que podemos reescrever a Eq. (62)
s2 = −1
2
r2 = −tx
2
2t
− ty
2
2t
+ x · y. (63)
Esta expressa˜o pode ser utilizada como o pro-
duto interno de dois vetores de um espac¸o
penta-dimensional, denotado G, que estabele-
ceremos a seguir.
Seja G uma variedade pseudo-Riemanniana
penta-dimensional, tal que o produto interno
entre dois vetores arbitra´rios e´ dado por
(x | y) = ηµνxµyv
=
3∑
i=1
xiyi − x4y5 − x5y4, (64)
onde x, y ∈ G (os ı´ndices latinos indicam com-
ponentes dos vetores em E), e
(ηµν) =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1
0 0 0 −1 0
 (65)
e´ a me´trica de G.
A norma de um vetor em G e´, pela Eq. (64),
‖x‖ = (x | x) = x2 − 2x4x5. (66)
Assim, ocorre aqui um caso similar ao do
espac¸o de Minkowski, pois os vetores podem
ter ‖x‖ ≷ 0 ou ‖x‖ = 0. Devemos notar que se
escolhemos
x5 =
x2
2t
, y5 =
y2
2t
e x4 = y4 = t, (67)
enta˜o s2 na Eq. (63) e´ um caso particular do
produto interno em G; ale´m disso, observamos
que a norma de x, na Eq. (66), e´ nula. O ajuste
de unidades f´ısicas e´ feito tomando x4 = y4 =
vt, com v = 1m/s. Deste modo, vetores em
G associados com a invariaˆnia Galileana teˆm
norma nula.
Podemos expressar esta correspondeˆncia
atrave´s de uma imersa˜o do espac¸o Euclidiano
em G, onde todo vetor A ∈ E e´ imerso nesse
espac¸o por
= : A 7−→ A =
(
A,A4,
A2
2A4
)
; A ∈ G. (68)
A estrutura tensorial deste espac¸o me´trico
tem implementac¸a˜o imediata, tomando
{eµ} (µ = 1, ..., 5) como a base do espac¸o
tangente de G e {eµ} a base do espac¸o cotan-
gente, T ∗p G. Considerando um vetor arbitra´rio
X em G, e escrevendo-o em componentes da
base {eµ} de T ∗p G, implica em X = Xµeµ.
Utilizando a me´trica, relacionamos as compo-
nente contravariante e covariantes (ou seja,
definimos o levantamento e abaixamento dos
ı´ndices) de modo usual, (ηµν)−1 = ηµν , enta˜o
Xµ = ηµνXν , que resulta em
Xi = Xi, se i ≤ 3; (69)
X4 = −X5, (70)
X5 = −X4. (71)
De modo similar temos Xν = ηµνX
µ.
Em G um tensor do tipo Jqr,p ( G) e´ definido
pelo mapeamento [81]
T : T ∗p G(1) ⊗ ...⊗ T ∗p G(q) ⊗ Tp G(1) ⊗ . . .
⊗Tp G(r) 7−→ R, (72)
tal que T e´ escrito como
T = T
µ1...µq
ν1...νreµ1⊗...⊗eµq⊗eν1⊗...⊗eνr , (73)
com as componentes dadas por
T
µ1...µq
ν1...νr = T (e
µ1 , ..., eµq , eν1 , ..., eνr) .
E´ interessante agora analisar as trans-
formac¸o˜es isome´tricas em G. Considere um
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conjunto de transformac¸o˜es lineares do tipo
xµ = Gµνx
ν + aµ, (74)
com |G| = 1. Vamos determinar os gera-
dores dessas transformac¸o˜es, utilizando trans-
formac¸o˜es infinitesimais dadas por
Gµν = δ
µ
ν + 
µ
ν . (75)
Utilizando a representac¸a˜o unita´ria sobre o
espac¸o das func¸o˜es de um ponto em G, temos
Mµν : = −i (xµ∂ν − xν∂µ) , (76)
Pµ : = −i∂µ, (77)
onde Mµν ’s sa˜o os geradores das trans-
formac¸o˜es homogeˆneas e os Pµ’s das na˜o-
homogeˆneas.
Esses geradores satisfazem a seguinte
a´lgebra de Lie
[Mµν ,Mρσ] = −i (ηνρMµσ − ηµρMνσ
+ηµσMνρ − ηνσMµρ) , (78)
[Pµ,Mρσ] = −i (ηµρPσ − ηµσPρ) , (79)
[Pµ, Pν ] = 0. (80)
As equac¸o˜es (78)-(80) formam uma a´lgebra de
Lie g, e que tem forma similar a` a´lgebra do
grupo de Poincare´.
Como um exemplo preliminar, vamos anali-
sar um caso particular das transformac¸o˜es (74)
em G. Considere a transformac¸a˜o
x¯i = Rijx
j + vix4 + ai, (81)
x¯4 = x4 + a4, (82)
x¯5 = x5 + vi
(
Rijx
j
)
+
1
2
v2x4. (83)
Na representac¸a˜o matricial, as transformac¸o˜es
homogeˆneas sa˜o escritas por
(Gµν) =

R11 R
1
2 R
1
3 v
1 0
R21 R
2
2 R
2
3 v
2 0
R31 R
3
2 R
3
3 v
3 0
0 0 0 1 0
viR
i
1 viR
i
2 viR
i
3
1
2v
2 1
 . (84)
Seguindo a mesma ide´ia anterior, analisando
transformac¸o˜es infinitesimais para as equac¸o˜es
(81)-(83) como aquelas descritas na Eq. (75) ,
podemos reescrever os geradores dados na Eq.
(76) como
Ji =
1
2
εijkMjk, (85)
Ki = M5i (86)
Ci = M4i, (87)
D = M54. (88)
As relac¸o˜es (78)-(80), considerando apenas
aquelas na˜o-nulas, sa˜o reescritas como
[Ji, Jj ] = iεijkJk, [Ji,Kj ] = iεijkKk,
[Ji, Cj ] = iεijkCk, [Ki, Cj ] = iδijD
[D,Ki] = iKi, +iεijkJk,
[P4, D] = iP4, [Ci, D] = iCi,
[Pi,Kj ] = iδijP5, [Ji, Pj ] = iεijkPk,
[P4,Ki] = iPi, [Pi, Cj ] = iδijP4,
[D,P5] = iP5, [P5, Ci] = iPi.
Estas relac¸o˜es formam uma a´lgebra que tem
como suba´lgebra a a´lgebra de Lie do grupo
de Galilei, considerando Ji os geradores das
rotac¸o˜es, Ki e Ci das transformac¸o˜es puras,
Pµ das translac¸o˜es espaciais e temporais, e D
do tipo dilatac¸a˜o temporal. E de fato, pode-
mos observar que as equac¸o˜es (81) e (82) sa˜o
justamente as transformac¸o˜es de Galilei dadas
pelas equac¸o˜es (1) e (2), com x4 = t. A Eq.
(83) e´ uma condic¸a˜o de compatibilidade que
representa a imersa˜o =, pois por coereˆncia a
norma deste tipo de vetor em G tem de ser
nula. A comutac¸a˜o entre Ki e Pj e´ natural-
mente diferente de zero neste contexto, com
P5 sendo relacionado a` massa. Neste con-
texto, o estudo das representac¸o˜es unita´rias ir-
redut´ıveis fie´is do grupo de Galilei G e´ que tem
interesse para a f´ısica Galileana, e por cons-
truc¸a˜o fica semelhante ao caso do grupo de
Poincare´ para a f´ısica relativista. Observe que
as transformac¸o˜es dadas pelas equac¸o˜es (81)-
(83) deixam a me´trica (ou o produto escalar)
invariantes.
• Significado f´ısico das 5 dimenso˜es
Um vetor de interesse em G e´ o 5-
momentum, pµ = (p,m,E), sendo que E =
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p2/2m, o que leva pµ a estar de acordo com a
imersa˜o =, e pelas equac¸o˜es (81)-(83) se trans-
forma como p¯µ = Gµνpµ, ou seja,
p¯i = Rijp
j + vip4, (89)
p¯4 = p4, (90)
p¯5 = vi
(
Rijp
j
)
+
1
2
v2p4 + p5, (91)
considerando apenas as transformac¸o˜es ho-
mogeˆneas. Escrevendo pµ infinitesimalmente
dp2 = (dp)2 − 2dp4dp5 = dk2.
Assim as 5 componentes de p descrevem: as
3 componentes do momentos lineares (dp), a
massa (dp4) e a energia (dp5) (a menos de
um fator de velocidade fixando as unidades).
As coordenadas canonicamente conjugadas sa˜o
dadas pelo 5-vetor x , de tal modo que
dx2 = (dx)2 − 2dx4dx5 = ds2.
As 5 componentes descrevem: 3 coordinadas
em E (dx); uma coordenada descreve o tempo,
desde que dx4 = dt, e uma coordenada descreve
projec¸a˜o da velocidade, desde que
dx5 =
(dx)2
2dt
=
1
2
dx · v
(a menos de um fator de velocidade fixando as
unidades).
• Transformac¸o˜es de operadores e in-
variantes
Nesta abordagem, os operadores diferenci-
ais ∂µ ≡ ∂∂xµ tambe´m se transformam como
vetores, isto e´,
∂¯µ = G
ν
µ ∂ν , (92)
com G νµ = ηµρG
ρ
σηvσ, dado por
(
G νµ
)
=

R11 R
1
2 R
1
3 0 −v1
R21 R
2
2 R
2
3 0 −v2
R31 R
3
2 R
3
3 0 −v3
−viRi1 −viRi2 −viRi3 1 12v2
0 0 0 0 1
 .
(93)
Observamos das equac¸o˜es (92) e (93) que
∂µ∂
µ
= ∂µ∂
µ e ∂5 = ∂5, e fazendo a corres-
pondeˆncia com os geradores Pµ ´s, logo
I1 = PµP
µ, (94)
I2 = P5, (95)
sa˜o os invariantes de Casimir da a´lgebra de Lie
relacionada ao grupo de Galilei. Cabe ressaltar
que existe um terceiro invariante, obtido via
vetor de Pauli-Lubanski em G. Este invariante
carrega a informac¸a˜o do spin.
VIII. REPRESENTAC¸O˜ES EM G
Seguindo a ide´ia da sec¸a˜o anterior, partindo
dos invariantes (94) e (95) , podemos deduzir
representac¸o˜es unita´rias irredut´ıveis que des-
crevem part´ıculas quaˆnticas livres.
• Equac¸a˜o de Schro¨dinger: repre-
sentac¸a˜o escalar
Considerando o caso mais simples, temos I1
e I2 sobre o espac¸o das func¸o˜es escalares Φ (x)
dependentes de x ∈ G. Sob as transformac¸o˜es
(81)-(83) , obtemos Φ¯ (x¯) = Φ (x) . Assim, I1 e
I2 atuando nestas func¸o˜es tem que dar como re-
sultado uma quantidade igualmente invariante.
Com a correspondeˆncia Pµ = −i∂µ, podemos
escrever as expresso˜es
−∂µ∂µΦ (x) = k2Φ (x) , (96)
∂5Φ (x) = −imΦ (x) , (97)
onde k e´ uma constante positiva e m outra
constante que pode ser associada a` massa.
Considerando k = 0, obtemos(−∇2 + 2∂4∂5)Ψ = 0. (98)
Pore´m, a Eq. (97) nos diz que Φ (x) e´ da forma
Φ (x) = e−imx
5
Ψ
(
x,x4
)
. (99)
Substituindo este resultado na Eq. (98), obte-
mos
i∂4Ψ
(
x,x4
)
= − 1
2m
∇2Ψ (x,x4) , (100)
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que e´ igual a Eq. (47) com ∂4 = ∂t. Assim
temos a equac¸a˜o de Schro¨dinger, onde Ψ
(
x,x4
)
descreve a func¸a˜o de onda de uma part´ıcula
livre.
• Equac¸a˜o de Pauli–Schro¨dinger: re-
presentac¸a˜o spinorial
Vamos tratar agora da construc¸a˜o de uma
equac¸a˜o de onda para as part´ıculas com spin
1
2 . Para isso podemos utilizar o prodecimento
de Dirac, mas agora de modo covariante, e
escrever uma equac¸a˜o de primeira ordem nas
derivadas do tipo
(iγµ∂µ − k) Φ = 0, (101)
onde γµ sa˜o entes a serem determinados e Φ
e´ a func¸a˜o de onda da part´ıcula; esta equac¸a˜o
deve ser tal que multiplicada por iγµ∂µ gere a
Eq. (100). Logo, multiplicando a Eq. (101)
por (iγµ∂µ + k) , obtemos
(−γνγµ∂ν∂µ − ikγν∂ν) Φ = 0. (102)
Para que esta expressa˜o leve a` equac¸a˜o de
Schro¨dinger, os entes γµ devem obedecer a
a´lgebra de Clifford, ou seja,
γνγµ =
1
2
(γνγµ + γµγν) =
1
2
{γν , γµ} = ηνµ.
(103)
E com a Eq. (101), a Eq. (102) torna-se(−ηνµ∂ν∂µ − k2)Φ = 0,
ou seja a Eq. (96) . Deste modo, utilizaremos,
por convenieˆncia uma representac¸a˜o na qual os
entes γµ sa˜o dados por
γi =
(
σi 0
0 −σi
)
, γ4 =
(
0 0
−√2 0
)
,
γ5 =
(
0
√
2
0 0
)
, (104)
onde σi sa˜o as matrizes de Pauli e
√
2 e´ a matriz
identidade 2×2 multiplicada por √2. O objeto
Φ tera´ quatro componentes, da mesma forma
que na Eq. (60) (mas com ϕ e χ dependentes de
xµ;µ = 1, . . . , 5). Portanto, na representac¸a˜o
em que k = 0, a Eq.(101) se reduz a
σ · ∇ϕ+√2∂5χ = 0,
−√2∂4ϕ− σ · ∇χ = 0, (105)
e e´ assim, como a Eq.(61), uma equac¸a˜o de
onda na˜o relativ´ıstica que descreve part´ıculas
com spin 12 e massa m.
A consequeˆncia dessa formulac¸a˜o covariante
e´ que todo aparato teo´rico desenvolvido no caso
relativ´ıstico pode ser explorado no caso na˜o-re-
lativ´ıstico. Por exemplo, a densidade de La-
grangiana para a equac¸a˜o de Pauli-Schro¨dinger
covariante e´ dada por
L = Φ (iγµ∂µ − k) Φ,
similar ao caso relativ´ıstico. Podemos enta˜o
introduzir, conduzidos pela covariaˆncia, ter-
mos de interac¸a˜o na˜o lineares, explorar as
transformac¸o˜es de calibre abelianos ou na˜o-
abelianos, etc. Sa˜o esses aspectos que teˆm
sido desenvolvidos na literatura, e aberto no-
vas perspectivas para a f´ısica da mate´ria con-
densada, de um ponto de vista teo´rico [56, 57].
IX. CONCLUSO˜ES E OBSERVAC¸O˜ES
FINAIS
Neste trabalho apresentamos uma revisa˜o
breve sobre o grupo de Galilei e desenvolve-
mos sua estrutura tensorial subjacente. As-
sim construimos um espac¸o-tempo G onde as
transformac¸o˜es de Galilei sa˜o obtidas por trans-
formac¸o˜es unita´rias. Por uma transformac¸a˜o
de coordenadas, x4 → (x4 − x5)/√2 e x5 →
(x4 + x5)/
√
2, com xi mantidos invariantes,
temos que
x2 = x2 − 2x4x5 → x2 − (x4)2 + (x5)2.
Ou seja, a me´trica fica diagonal, e passa ser
escrita como
(ηµν) =

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1
 .
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Isto significa que G e´ o espac¸o de de Sitter em
(4+1) dimenso˜es. A f´ısica Galileana e´ obtida
quando fazemos a imersa˜o no cone de luz desse
espac¸o. Observe que no caso da f´ısica rela-
tiv´ıstica, para se obter resultados f´ısicos, de-
vemos fazer uma imersa˜o para dentro do cone
de luz no espac¸o de Minkowski em (3+1) di-
menso˜es.
Como a f´ısica na˜o relativ´ıstica e´ obtida no
cone-de-luz, o grupo mais geral que deixa as
equac¸o˜es de movimento invariante e´ o grupo
conforme, definido em G. Este fato tem
sido explorado recentemente para o desenvolvi-
mento de teorias na˜o relativ´ıstica duais do tipo
AdS/CFT, para tratar com sistemas de spins
1/2 [56–58].
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